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Enoncés 1

Algebre bilinéaire

Formes bilinéaires symétriques et formes quadra-
tiques

Exercice 1 [oo001 ] [correction]
Etablir que

1
o(P) = / P(1)P"(t) dt

définit une forme quadratique sur R [X] et exprimer sa forme polaire.

Exercice 2 [00002] [correction]
Soient fi, fo € E* et q(z) = f1(z)f2(x). Montrer que ¢ définit une forme
quadratique sur E et exprimer sa forme polaire.

Exercice 3 [00003] [correction]

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie.

a) Soient f, g deux formes linéaires de E. Montrer que ¢(z) = f(z)g(x) est une
forme quadratique.

b) Soient g une forme quadratique et H un hyperplan. On suppose que pour tout
x € H, g(xz) = 0. Montrer que ¢ est le produit de deux formes linéaires.

Exercice 4 X MP [02940] [correction]

Soient A, B € M,,(C).

On suppose que {X € C"/X*AX = X*BX =0} = {0}.

Montrer qu'il existe P € GL,,(C) telle que P*AP et P*BP sont triangulaires
supérieures.

Exercice 5 X MP [o03078] [correction]
Soit ¢ une forme quadratique non nulle sur M5 (C) telle que

V(A, B) € M3(C),q(AB) = q(A)q(B)

Montrer que ¢ s’annule sur le complémentaire de GLo(C) puis que ¢ est le
déterminant.

Positivité

Exercice 6 [00004] [correction]
Soit ¢ une forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique positive ¢
sur un R-espace vectoriel E. Soit x € E, montrer

q(z) =0 & Vy € E,p(z,y) =0

Exercice 7 [00005] [correction]
Pour z = (x1,...,2,) € R™, on pose

g(z) =2+ 2y = (@ o o)

avec p+ g < n.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E' tel que gp soit définie positive. Montrer que
dim F' < p.

Exercice 8 Centrale MP [ 00006 ] [correction]
Montrer que si ¢ est une forme quadratique réelle est définie, celle-ci est positive
ou négative.

Exercice 9 [ 00007 ] [correction]
Montrer qu’une forme quadratique positive est une fonction convexe.

Exercice 10 Mines-Ponts MP [ 02764 ] [correction]
Condition sur a pour que la forme quadratique ), définie par :

n n 2
V(z1,. .. xn) ERY, Qu(z1,. .., 2s) = fo -« (sz>

i=1 i=1

soit définie positive ?

Exercice 11 Mines-Ponts MP [ 02763 ] [correction]

On pose, pour X € R",
0 X
q(X) = det ( Y A )

ou A est une matrice symétrique réelle définie positive d’ordre n. Montrer que ¢
est une forme quadratique définie négative (indice : commencer par le cas ou A est
diagonale).



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Enoncés

Exercice 12 [o01340] [correction]
Soit A € S,(R). Si (X,Y) € (R™)?2, on pose

t
CIJ(X,Y)det( o )

a) Démontrer que @ est une forme bilinéaire symétrique sur R™.
b) A quelle condition sur A, 'application ® est-elle un produit scalaire sur R™ ?

Exercice 13 Mines-Ponts MP [ 02765 ] [correction]

Soient E un R-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique sur £ de forme polaire

B,
Co={x€E q(x) =0} et Ny={z € E,Vy € E,B(z,y) =0}

Montrer que Cy = Ny si, et seulement si, g est positive ou négative.

Exercice 14 Centrale MP [ 03062 ] [correction]

Soient ai,...a, > 0 et deux a deux distincts.
n
Pour (z1,...,2,) € R™, on pose q(z) = “21 %
1=

Montrer que ¢ est une forme quadratique définie positive.

Endomorphismes autoadjoints positifs

Exercice 15 [00008 ] [correction]
Soient f € L(F) et u= f*o f. Montrer que u € ST (E).

Exercice 16 [00009 ] [correction]

Soit u un endomorphisme symétrique positif d’un espace vectoriel euclidien E.
a) Montrer qu'il existe un endomorphisme v symétrique positif tel que u = v2.
b) Etablir 'unicité de v en étudiant I’endomorphisme induit par v sur les

sous-espaces propres de u.

Exercice 17 Centrale MP [ 02399 ] [correction]

Soit (F, (| )) un espace euclidien et A un endomorphisme symétrique défini positif

de (E,(]|))- On pose
(@ y)a=(A""2|y)

pour tous z,y € F.

a) Montrer que (|), est un produit scalaire.

Soit B un endomorphisme autoadjoint de (E, ( | }).

b) Montrer que AB est diagonalisable

Si M est un endomorphisme diagonalisable de E, on note Apin (M) (resp.
Amax(M)) sa plus petite (resp. grande) valeur propre.

¢) Montrer que 'image de F\ {0} par

| (Br|a)
oy 22
(A~lz | z)

n’est autre que le segment d’extrémités A\pin(AB) et Apax(AB).
d) Montrer que

)\min(A)Amin(B) < )\min(AB) < )\max(AB) < Amax(A)Amax(B)

Exercice 18 Centrale MP [ 02400 ] [correction]

Soit u un automorphisme d’un espace euclidien E.

a) Montrer que v = u*u est autoadjoint défini positif.

b) Montrer qu’il existe w autoadjoint positif tel que v = w?, et p orthogonal tel
que u = pw.

¢) Montrer que cette décomposition de u est unique.

d) Comment interpréter ces résultats de fagcon matricielle ?

Exercice 19 Mines-Ponts MP [ 02753 ] [correction]
Soient F un espace euclidien et u € L(FE) symétrique défini positif. Montrer que,
pour tout x € F,

lz)* < (ulx), @) (u" (), )

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.

Exercice 20 [00629] [correction)]

Soit E un espace euclidien. Montrer I’équivalence des assertions suivantes
(i) vu*u = u,

(ii) uu* est un projecteur orthogonal,

(iii) w*u est un projecteur orthogonal,

(iv) (ker )t = {z € B/ [[u(z)]| = 2]}
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Exercice 21 [03329] [correction]
Soit u un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien F de dimension n non
nulle.
On pose
Hy, = {o € B/(u(x) | 2) = 1}

a) Enoncer une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de u pour
qu’il existe un vecteur unitaire élément de H,,.

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de v ou
pour que H, N H, # 0.

Exercice 22 [03330] [correction]

Soit v € L(F) autoadjoint défini positif.

a) Montrer qu’il existe un endomorphisme s autoadjoint défini positif vérifiant
2

§° =w.

b) En déduire que v~!

o u est diagonalisable.

Matrices symétriques positives

Exercice 23 [ooo010] [correction]
aa ab ac
Soient a, b, ¢ trois vecteurs de R3 et M = b.a bb b.c
ca cb cc
Montrer que M diagonalisable, de valeurs propres positives et det M > 0.

Exercice 24 [ooo11 ] [correction]
Soit A € S,,(R). Montrer que A € S;F(R) si, et seulement si, ses valeurs propres
sont, positives ou nulles.

Exercice 25 [00013] [correction]

Soit A = (am) S SI(R)

a) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, a;; > 0.

b) Observer que si a;; = 0 alors, pour tout j € {1,...,n}, a;; =0.

Exercice 26 [03091 ] [correction]
Soit A € S, (R). On veut montrer qu'il existe une unique matrice B € S, (R) telle
que

B*=A

a) Prouver D'existence.
On considére maintenant B € S (R) vérifiant B2 = A
b) Etablir par le lemme de décomposition des noyaux que pour tout A > 0

ker(B — VAIL,) = ker(A — \,,)

¢) Montrer aussi
ker B = ker A

d) Conclure I'unicité.

Exercice 27 [00015] [correction]
Soit A € ;7 (R). On veut montrer qu'il existe une unique matrice B € S, (R) telle
que

B*=A

a) Prouver D'existence.
b) Etablir que si B € S;F(R) vérifie B2 = A alors pour tout A € SpA,

ker(B — VAIL,) C ker(A — AI,,)

puis
ker(B — VAIL,) = ker(A — \,,)

¢) Conclure l'unicité.

Exercice 28 [ 03090 ] [correction]

Soit S € S;F(R).

a) Montrer qu’il existe une matrice A € S (R) qui est un polynome en S vérifiant
A2=8

b) Soit B € S;F(R) vérifiant B?> = S. Montrer que B commute avec A puis que

B = A.

Exercice 29 [00016] [correction]
Soit A € S;F(R). Montrer qu’il existe une unique matrice B € S,/ (R) telle que
B? = A.

Exercice 30 [ 00018 ] [correction]
Soit M € M,,(R). Montrer que A ='MM € S,/ (R).
Inversement pour A € S;F(R) établir qu’il existe M € M,,(R) tel que A = M M.
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Exercice 31 [00020] [correction]
[Décomposition de Cholesky]
Soit S € §;F(R). Montrer qu'il existe T' € T, (R) telle que S ='T'T.

Exercice 32 Mines-Ponts MP [ 02759 ] [correction]

On munit M,,(R) du produit scalaire canonique. On note A4,,(R) I'ensemble des
matrices antisymétriques de M,,(R) et S;7(R) I'ensemble des matrices
symétriques positives.

Soit A € M, (R) telle que pour tout U € O, (R), tr(AU) < trA.

a) Déterminer le supplémentaire orthogonal de A, (R).

b) Soit B € A, (R). Montrer que pour tout = € R, exp(zB) € O, (R).

¢) Montrer que A € S, (R).

d) Etudier la réciproque.

e) Montrer que pour toute matrice M € M,,(R) il existe S € S;F (R) et U € O,,(R)
telles que M = SU.

Exercice 33 [03150] [correction]
Soient A, B € S;7(R). Montrer

tr(AB) < tr(A)tr(B)

Exercice 34 [o03168] [correction]
Soient A, B € S;F(R). Montrer
tr(AB) >0

Exercice 35 [03169] [correction]

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique positive dont tous les coefficients sont
non nuls.

On pose

B = (1/%‘,3‘)1@‘,]’@1

Montrer
BeSIR)ergd=1

Exercice 36 [03175] [correction]
Soit A = (a; ;) € S;F(R). On note m le plus coefficient de la diagonale de m.
Etablir

V1<i,j<n,la,; <m

Matrices symétriques définies positives

Exercice 37 [03158] [correction]

Soit
1 1 --- 1
1 2 ... 2 o
A= o = (min(i, 7)1 <; j<n € Mn(R)
1 2 -+ n

Montrer que la matrice A est symétrique définie positive.

Exercice 38 [o00022] [correction)]
[Matrice de Hilbert]
Soit

1
+7 =1 1< ign

Montrer que H est diagonalisable a valeurs propres strictement positives.

Exercice 39 [o00012] [correction]
Etablir que S (R) est dense dans S, (R).

Exercice 40 [00014 ] [correction)]

Soit A = (am») € S:—F(R)

a) Montrer que ¢(X,Y) =" X AY définit un produit scalaire sur M,, 1 (R).

b) En appliquant Cauchy-Schwarz, en déduire que pour tout i # j : azj < Q4,504,5-

Exercice 41 [oo0021 ] [correction)]

[Mineurs de Gauss]

Pour A = (a; ;)1<i,j<n € Sn(R), on pose A, = (ai j)1<i,j<p POUr tout
pe{l,...,n}

a) On suppose que A est définie positive.

Justifier que det A > 0.

b) On suppose encore A est définie positive.

Etablir que pour tout p € {1,...,n}, det A, > 0.

c) Justifier la réciproque en raisonnant par récurrence sur n € N*.
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Exercice 42 [o03151 ] [correction]
Soient A € ST (R) et B € S;F(R).
Montrer que la matrice I,, + AB est inversible.

Exercice 43 [o00017] [correction]

[Décomposition de Cartan]

Soit A € GL,(R).

a) Etablir que "AA € S (R).

b) Montrer qu’il existe une matrice S € S;F+(R) telle que

S%="1AA
¢) Conclure
VA € GL,(R),3(0, S) € O,(R) x ST (R),A =08

d) Etablir 'unicité de I’écriture.

Exercice 44 Mines-Ponts MP [ 02761 ] [correction]

Soit A € M,,(R). Montrer que A est symétrique positive si, et seulement si, il
existe P € M, (R) telle que A =PP.

Montrer que A est symétrique définie positive si, et seulement si, il existe

P € GL,(R) telle que A ="*PP.

Exercice 45 Mines-Ponts MP [ 02754 ] [correction]
a) Déterminer le sous-espace vectoriel de M,,(R) engendré par S;F+(R).
Soit Aj,..., A des éléments de ST (R) et A1, ..., A des réels. On pose

k k
i=1 i=1

b) Montrer que, pourB( eR" 'XAX|<'XBX.
¢) Montrer que |det A| < det B.

Exercice 46 Mines-Ponts MP [ 02755 ] [correction]

Soit A € SFT(R) et B € S;F(R).

a) Montrer I'existence de C € ST (R) tel que C? = AL,

b) On pose D = CBC. Montrer que (det(I 4+ D))"/ > 1 + (det D)'/™.
¢) Montrer que (det(A + B))Y/™ > (det A)Y/™ + (det B)'/™.

Exercice 47 [03170] [correction]
Soient A, B € §;7*(R). Montrer

(A+B) ' £A'+ B!

Exercice 48 [03174] [correction]
Soit S € S,,(R). Montrer que la comatrice de S est symétrique.
Méme question avec S € S;FT(R) puis S € S (R).

Diagonalisation de forme bilinéaire symétrique

Exercice 49 [00024] [correction]
Soit A € M,,(R) inversible.
a) Justifier que *AA est la matrice dans la base canonique d'un produit scalaire
sur R™.
b) En orthonormalisant la base canonique pour ce produit scalaire, établir qu’il
existe une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement
positifs P vérifiant

tPYAAP =1,

c¢) Etablir qu’il existe @ orthogonale et R triangulaire supérieure & coefficients
diagonaux strictement positifs vérifiant A = QR.
d) Etudier 'unicité de cette écriture.

Exercice 50 [00019] [correction]

[Décomposition de Cholesky]

Soit S € S;FT(R). Montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire supérieure
T A coefficients diagonaux positifs vérifiant S = *TT.

Exercice 51 Mines-Ponts MP [ 02760 ] [correction]
Montrer que le déterminant d’une matrice symétrique réelle définie positive est
majoré par le produit de ses éléments diagonaux.

Exercice 52 [03087] [correction]

[Inégalité de Hadamard]

Soit S = (5i7j) € S;{JF(R)

a) Montrer qu’il existe 7' € T, (R) vérifiant S =TT
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b) En déduire que
det S < H Sii
=1

c) Etablir que pour tout A = (a;;) € M, (R

1/2
n

|det A| < ﬁ >k,
j=1

i=1

Diagonalisation simultanée de formes bilinéaires sy-
métriques

Exercice 53 [00025 ] [correction)]
Soient A € §;T(R) et B € S,(R).
Etablir qu’il existe une matrice P € GL,(R) et une matrice D € D,,(R) vérifiant

A='PPet B="PDP

Exercice 54 Centrale MP [ 02405 ] [correction]
Soit A € S,,(R) et B € S;FT(R).
Montrer que le polynome det(A — X B) est scindé sur R.

Exercice 55 Centrale MP [ 02398] [correction]
Soient A et B dans S;F T (R).
a) Montrer qu’il existe P € GL,(R) et A € M,,(R) diagonale & coefficients
diagonaux > 0 telles que
A="'PPet B="PAP

b) Montrer que
det(A+ B) > det A+ det B

¢) Montrer que I'inégalité de b) subsiste si A, B € S (R).

Exercice 56 Centrale MP [02407] [correction]
Soient A et B dans S;F T (R) telles que : VX € M, 1(R),' XAX < 'XBX.
Montrer que det A < det B.

Exercice 57 Centrale MP [ 02402 ] [correction)]
Soit A € STT(R) et B € S,,(R).
Montrer que AB est diagonalisable.

Exercice 58 Mines-Ponts MP [ 02756 ] [correction]

Soient A4, B € S;F(R).

a) Montrer que si A est définie positive alors il existe P € GL,(R) et D € M, (R)
diagonale telles que A = ‘PP et B ='PDP.

b) Montrer que (det A)!(det B)!~* < det(tA + (1 — t)B) pour tout ¢ € |0, 1.

Exercice 59 Centrale MP [ 02406 ] [correction)]

Soit P ={A € M,(R),A+'Ae ST (R)}.

a) Soit A € M, (R). Montrer que A € P si, et seulement si, :

VX € R"\ {0}, XAX > 0.

b) Soient A € P et S € ST (R). Montrer, si A est valeur propre complexe de SA,
que ReA > 0.

Rang d’une forme quadratique

Exercice 60 [00026] [correction)]
Soient f1, fo € E* indépendantes et ¢ la forme quadratique définie par
q(z) = fi(z)fa(2).

Déterminer le rang de la forme quadratique gq.

Exercice 61 [00027] [correction]

Soit  une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, c’est a dire de rangn, sur
un K-espace vectoriel £ de dimensionn.

Pour F sous-espace vectoriel deF, on note

Ft={zc E/Vy € F,p(z,y) =0}

a) Montrer que F* est un sous-espace vectoriel de E de dimensionn — dim F.
b) Justifier F++ = F.

c) Montrer que F & F+ = F si, et seulement si, la restriction de ¢ & F est non
dégénérée.

Exercice 62 Mines-Ponts MP [ 02762 ] [correction]

Soit sur R™ la forme quadratique Q(x1,...,%,) = >
1<, <nyi

z;xj. Trouver son

rang.
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Signature d’une forme quadratique

Exercice 63 [02630] [correction]
Déterminer la signature de (1, z2,z3) = x% + x% + x% + 2z129 + 22123,

Exercice 64 [02632] [correction]

A= (min(i,j))lgi’jgn € M, (R) et ¢ la forme quadratique canoniquement
associée a A.

Former une décomposition de Gauss de ¢ et déterminer la signature de A.

Exercice 65 [02633] [correction]
Soit A = (a; ;) € M, (R) une matrice symétrique.
Montrer que A est définie positive si, et seulement si,

V1<k< ’I’L,A;.C = det((am)lgi,jgk) >0

Exercice 66 [02634] [correction]
Montrer que ¢ : (A4, B) — tr(AB) est une forme bilinéaire symétrique.
En étudiant sa restriction & S, (R) et A, (R), en déterminer la signature.
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Exercice 1 : [énoncé]

1

AP.Q) = 1 (P+Q) —aP=Q) = 5 [ POQ'®+P1QM

est une forme bilinéaire symétrique et donc ¢ est une forme quadratique dont ¢
est la forme polaire.

Exercice 2 : [énoncé]

p(z,y) = 1 (@@ +y) — alz —y)) = 5 (f1() f2(y) + f1(y) f2(2)) est une forme
bilinéaire symétrique et donc ¢ est une forme quadratique dont ¢ est la forme
polaire.

Exercice 3 : [énoncé]

a) ¢ est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique

o(z,y) = 5 (f(@)g(y) + f(y)g(x))-

b) Soit @ un vecteur n’appartenant pas a H. Pour tout € E, on écrit de maniére
unique x = h + Aa et on observe aisément que z — h et x — A\ sont des
applications linéaires. En introduisant ¢ la forme polaire de ¢, on a

a(x) = a(h) + 27p(a, h) + X2q(a) = A(2p(a, h) + Aa(a)) = f(w)g(x) avee f(z) = A
et g(x) = 2¢(a, h) + A\g(a) formes linéaires.

Exercice 4 : [énoncé]

Raisonnons par récurrence sur n € N*.

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n — 1 > 1.

Soient A, B € M,,(C) vérifiant {X € C"/X*AX = X*BX =0} = {0}.
Considérons P(\) = det(A + AB).

Cas det A, det B # 0.

P est un polynéme complexe non constant donc il existe A, nécessairement non
nul tel que P(\) = 0.

Par suite, il existe X € C", X # 0 tel que AX + ABX = 0.

Soit FF={Y € C"/Y*AX = 0}.

Puisque A # 0, F ={Y € C"/Y*BX = 0}.

Si X € F alors X*AX =0 et donc X*BX = 0 ce qui entraine X = 0 ce qui est
exclu.

De méme AX # 0 car comme ci-dessus AX = 0 entraine X = 0.

On en déduit que F' est un hyperplan et C" = Vect(X) @ F.

Soient ¢ et 1 les formes sesquilinéaires représentées par A et B.

On peut appliquer ’hypothése de récurrence aux restrictions a F' des formes
sesquilinéaires ¢ et 1. En formant une base de C" en accolant X et une base de F'
trigonalisant les restrictions de v et 1, on obtient une base de C™ trigonalisant ¢
et ¢ puisque VY € Fip(Y, X)=Y*AX =0et (Y, X)=Y*BX =0.

Par formule de changement de base, ce qui précede signifie qu’il existe

P € GL,,(C) vérifiant P*AP et P*BP sont triangulaires supérieures.

Exercice 5 : [énoncé]

Commencgons par quelques résultats préliminaires. . .

Calculons ¢(I3).

Puisque I = I3, on a q(I2) = q(I3) = q(I2)q(I2) donc ¢(I3) = 0 ou 1.

Si ¢(I3) = 0 alors pour tout A € My(C), q(A) = q(A x Iz) = q(A)g(I3) =0 et
donc ¢ = 0 ce qui est exclu.

On en déduit ¢(I2) = 1.

Etudions maintenant les valeurs de ¢ sur des matrices semblables.

Soient A, B € M3(C) semblables.

Il existe P € GL2(C) tel que B = P~YAP et alors q(B) = q(P~1)q(A)q(P) = q(A)
car ¢(P~1)q(P) = q(I3) = 1.

Ainsi ¢ prend les mémes valeurs sur des matrices semblables.

Calculons ¢ (A) pour
01
a=pa= (1)

Puisque Ef 5 = Oy, on a q(E12)? = q(Ef3) = q(O2) = 0 et donc q(Ey ) = 0.

Calculons ¢ (A) pour
10
A=py, = < Lo )

Puisque E%,l =Ei1,onaq(B)? = Q(E%J) = q(E1,1) et donc g(Ey,1) =0 ou 1.
Par l’absurde, supposons ¢(E11) =1

Puisque A est semblable & Es 2, ¢(E11) = q(Ea2).

Par I'identité du parallélogramme

q(Eva+ Ez2) + q(Ery — Ez2) = 2(q(Ery) + q(E2p2)) = 4.

Or q(El,l + E2_’2) = q(IQ) =1let q(El,l - E272) =1ou —1 car (El,l — E272)2 = IQ.
C’est absurde.

On en déduit g(A) = 0 et au passage on observe q (Eq11 — Eq2) = —1.
Considérons maintenant A € Ms(C) non inversible.

La matrice est semblable &
0 1 o 0 0
00)° Lo A
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Dans les deux cas g(A) = 0.

Considérons maintenant A = ( 2 ) et montrons q(A) = .
0
0

) (i V)

q(A) = Nq(Er,1) + 2 \up(Ey 1, B2 ) + 1% q(Ea )
OI‘ q(El,l) = q(E272) = 0 et

donc

1
(q(B11 + Ez2) —q(E1q — Eap)) = B}

NG

<,0(E1,1,E2,2) =

donc q(A) = A = det A.

L’identité qui précede est encore vraie si A est diagonalisable et puisque
I’application ¢ et ’application det sont continues et coincident sur I’ensemble des
matrices diagonalisables qui est une partie dense dans My (C), on peut conclure
que I'application q est le déterminant sur Ms(C).

Exercice 6 : [énoncé]
(«<=) : il suffit de prendre y = .
(=) : Par Cauchy Schwarz, on sait |p(z,y)| < q(z)q(y).

Exercice 7 : [énoncé]
Soit © € F'N Vect(ept1, .. -
z=0.

Par suite F' et Vect(epyr, ..
dim F < p.

,€n). On a q(z) > 0 et ¢(x) < 0 donc g(z) = 0 puis

., en) sont en somme directe et donc nécessairement

Exercice 8 : [énoncé]
Soient a,b € E. L’application

te q((1—t)a+tb)) = (1 —1)*q(a) + 2t(1 — t)p(a,b) + t3q(b)

est continue et prend la valeur g(a) en t =0 et g(b) en t = 1.

Si g(a)gq(b) < 0 alors cette application s’annule et donc puisque 1'on suppose ¢
définie, il existe ¢t € ]0, 1] tel que (1 —t)a + tb = 0. Mais alors (1 — t)a = —tb donne
(1 —t)2q(a) = t2q(b) et donc q(a)q(b) > 0.

Il y a contradiction et donc pour tout a,b € E, q(a)q(b) > 0 c’est-a-dire g(a) et
q(b) sont de méme signe.

On peut alors conclure que g est définie positive ou définie négative.

Exercice 9 : [énoncé]

q((1 = XN)a+ Ab) = (1 — N)3q(a) + 2(1 — \)Ap(a,b) + A?q(b).

Or par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ¢(a,b) < v/q(a)q(b) < % (¢(a) + q(b)) donc
q((1 = Na+Ab) < (1 = A)%q(a) + (1 = N)A(q(a) + q(b)) + Aq(b) puis

g((T = AN)a+Ab) < (1 — AN)g(a) + Aq(d).

Exercice 10 : [énoncé]
La matrice de @, dans la base canonique de R" est

11—« ()

() ' 11—«

Sin =1, seul 1 — « est valeur propre et une condition nécessaire et suffisante est
que a < 1.

Si n > 2 alors les valeurs propres sont 1 — na et 1 — 2. Une condition nécessaire
et suffisante pour que @, soit définie positive est 1 —na > 0et 1 —2a > 0 i.e.
a<1/n.

Exercice 11 : [énoncé]
Cas A = diag(\1,...,A,) avec A; > 0.
En développant le déterminant selon la premiére colonne :

CC2 1‘2
Q(l'l,...,xn):—/\l.../\n <>\1++)\Z>

q est évidemment une forme quadratique définie négative.

Cas général : on peut écrire A = PDP avec P € O, (R) et D = diag(\1, ...
Ai > 0.

On observe

a)‘n)7

et donc

car det P = 1. Cela permet de conclure.
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Exercice 12 : [énoncé]
a) L’application ® est bien définie de R™ x R™ vers R.
Par linéarité du déterminant en la premiere colonne, on obtient

D(X, MY+ XY2) = M P(X, Y1) + (X, Y3)

De plus, le déterminant d’une matrice étant celui de sa transposée

0 'y 0 'y
@(X,Y)z—det( ¥ tA)z—det( Y 4 )ch)(Y,X)

Ainsi ® est une forme bilinéaire symétrique sur R™.
b) En vertu du théoréme spectral, la matrice A est orthogonalement semblable &
une matrice diagonale

A ="PDP avec P € O,(R) et D = diag(a, 3,7)

On observe alors

0 X 1 0 0ty 1 0
(X A)(O tP)(Y D><O P>“WeCYPX

On a ainsi (X, X) = U(Y,Y) avec

0ty
V(YY) = —det< v D ) = Bywi + oy + aBy;

On en déduit que la forme bilinéaire symétrique ® est définie positive si, et
seulement si,

af, By, ay >0

ce qui signifie que les réels a, 3,7 sont de méme signe strict.

Exercice 13 : [énoncé]

Notons que l'inclusion N, C C; est toujours vraie (il suffit de prendre y = z).
Cas q positive :

Soit x € Cy. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout y € E,

|B(z,y)| < q(z)q(y) =0

donc B(x,y) = 0. Ainsi x € N, et donc C; C N, puis I'égalité.

Cas g négative :

Il suffit d’étudier —q.

Inversement, montrons que si ¢ n’est ni négative, ni positive alors Cy # Nj.

Supposons qu’il existe z,y € E tel que ¢g(z) > 0 et g(y) < 0.
Par continuité de la fonction ¢ — ¢(tz + (1 — t)y), on peut affirmer qu’il existe
t €10,1] tel que

z=te+(1—-tyyel,

Si par I’absurde z € N, alors
B(z,2) = B(z,y) =
Or par développement
B(z,x) = tq(x) + (1 = 1) B(z,y) et B(z,y) = tB(z,y) + (1 - t)q(y)

Ceci entraine une incompatibilité de signe sur B(zx,y).
On peut donc affirmer que z ¢ N, et donc C, # N,.

Exercice 14 : [énoncd]
Notons E 'espace des fonctions continues de ]0, 1] dans R et de carrés intégrables.
On définit un produit scalaire ¢ sur E par

o(f,9) = f(t)g(t)dt

10,1]

Pour i € {1,...,n}, posons f; : t — t%~1/2 dlément de E.
Pour z = (21,...,2,) et y = (y1,...,Yn) éléments de R™, posons

b(z,y) = ¢ (Z xifiaZ?Jifi)
=1 =1

L’application b est évidemment une forme bilinéaire symétrique sur R™ et pour

celle-ci
n

n
)= [ gt = 30 B 2 )
10,1] ; j=1 g @t ag
Ainsi g est une forme quadratique.
De plus, puisque la forme bilinéaire symétrique ¢ est positive, il en de méme de b
et donc la forme quadratique ¢ est positive.

n
Enfin, si ¢(x) =0 alors Y z;f; = 0.

i=1

n
Ainsi > ;% ~1/2 = 0 pour tout ¢ € ]0,1].
i=1
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En multipliant par ¢t'/2, on obtient

Zmita" = 0 pour tout ¢t € ]0,1] (¥*)

i=1

n

En posant ¢ = 1, on obtient ’équation »_ z; = 0.
i=1

En dérivant (*) et en multipliant par ¢, on obtient

Zaixit‘“ = 0 pour tout t €]0,1] (**)
i=1

n
En posant ¢t = 1, on obtient 'équation »_ a;x; = 0.

i=1
En reprenant ce principe, on obtient

ZafazizOpour tout k € {0,...,n— 1}

i=1

Le n-uplet (z1,...,x,) est alors solution d’un systéme linéaire homogene a n
équations qui est un systéme de Cramer car son déterminant est un déterminant
de Vandermonde non nul puisque les aq,...,a, sont deux a deux distincts. Par
suite 1 = ... =z, = 0 et ainsi ¢(z) =0 =2 = 0.

Finalement ¢ est une forme quadratique définie positive.

Exercice 15 : [énoncé]

u* = (f*o f)*=f*of=wudoncueSE)

Si A est valeur propre de w associée au vecteur propre x # 0 alors
N2

(x| u(@) = Ma|* et (x| u(2)) = [|f(2)]* done A= Lk >0

[

Exercice 16 : [énoncé]

a) u est diagonalisable et ses valeurs propres Aq, ..., A, sont positives. F est la
somme directe orthogonale des sous-espaces propres Ejy,, ..., Ey_, notons
P1,-..,Pr les projecteurs orthogonaux associés a cette décomposition.
Onau=Api+-+Apr et en posant v =/Aip1 + -+ vVApr, onav?=u
avec v endomorphisme symétrique positif. On peut aussi proposer une résolution
matricielle via représentation dans une base orthonormée

b) Soit v solution. Pour tout A € Sp(u), F' = Ey(u) est stable par v car u et v
commutent. vy € ST(F) et v% = Mdp donc via diagonalisation de vg, on obtient
vp = VAIdp. Ceci détermine v de maniére unique sur chaque sous-espace propre
de u et puisque ceci sont en somme directe égale a E, on peut conclure & 'unicité
de v.

Exercice 17 : [énoncé]

a) A€ S *(E) donc A~ € §;*(E) et par suite (|), est un produit scalaire sur
E.

b) On a

(x| ABy), = (A~'2 | ABy) = (z | By) = (Bx | y) = (ABx | y) 4

L’endomorphisme AB est autoadjoint dans (F, (| ),) donc diagonalisable.
c) On a
(B |x) _ (ABx|z),

(Aa ) 2}

En introduisant une base orthonormée B = (e1,...,e,) de (E,(|),) formée de
vecteurs propres de AB, on peut écrire pour x = x1e1 + - - + Tpen,

(ABz | x) 4 _ AMz? 4+ Aad
B He
en notant Ai,..., A, les valeurs propres de AB. Il est clair que cette quantité est

comprise entre Apmin(AB) et Apmax(AB). De plus ces deux valeurs propres sont

valeurs prise par
(ABz | z) 4

2
]|
en x vecteur propre associé. Enfin E\ {0} est connexe par arcs et 'image d’un

connexe par arcs par une application continue est un connexe par arcs. On peut
donc conclure que les valeurs prises par

(Bz | z)

T AT

sur F\ {0} constituent le segment
[)\min(AB)v Amax(AB)]
d) On a (Bz | ) < Amax(B) ||2])* et (A2 | 2) = Apin(A™") [|z]|* donc

Amax (B)
)\min (A_l)

(B | 2)
ATz a) S

Or Amin(A™1) = 515 done

(Bx | x)

ey S Amin (A e (B)

et la conclusion est dés lors facile.
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Exercice 18 : [énoncé]

a) v = v et(v(x) | x) = |lu(x)||" 2 0et =0« z =0 car u € GL(E).

b) Il existe une base orthonormée B dans laquelle la matrice de v est de la forme
diag(A1,...,A) avec A; > 0. L’endomorphisme w dont la matrice dans B est
diag(v/A1, ..., v/An) convient. Notons que cet endomorphisme est autoadjoint car
représenté par une matrice symétrique dans une base orthonormeée.

On pose ensuite p = uw ™! et on vérifie sans peine p*p = Id donc p € O(E).

¢) Si u = pw alors w? = v. Nous allons établir 'unicité de w. v est diagonalisable
donc E est somme des sous-espaces propres F)(v) avec A > 0. Comme v et w
commutent, ces sous-espaces sont stables par w. Or w est diagonalisable donc
Pendomorphisme induit par w sur Ey(v) aussi et puisque les valeurs propres de w
sont positives, il est nécessaire que 'endomorphisme induit par w sur Ey(v) soit
VAId. Ceci détermine w de maniére unique et puisque p = uw~!, r aussi est
unique.

d) VA € GL,(R),3Y(0, S) € O,(R) x S t(R), A = OS (décomposition de
Cartan).

2
|

Exercice 19 : [énoncé]
Pour x =0, il y a égalité.
Pour z # 0 et pour A € R, (u (z + Au"!(z)) | # + Au~*(x)) > 0 donc

Nz, u™(x)) +2X (x| 2) + (u(z),z) = 0 avec (x,u"(z)) # 0 car u™! € STT(E).

Par suite A = 4 ||z||* — 4 (u(z), z) (u=!(z),z) < 0 puis I'inégalité proposée.
De plus, il y a égalité si, et seulement si, il existe A € R vérifiant x + Au~!(z) = 0
i.e. si, et seulement si, x est vecteur propre de wu.

Exercice 20 : [énoncé]
Rappelons les propriétés classiques suivantes utiles pour la suite :

(keru)t = Imu*, rg(u*u) = rgu* = rgu, et u*u € ST(E).

(i)=(ii) Supposons vu*u = u. On a alors uu*(vu*) = (vu*u)u* = uu* donc uu*
est un projecteur.

De plus (uvw*)* = w**u* = uu* donc le projecteur uu* est orthogonal.

(ii)=-(iii) Supposons uu* projecteur orthogonal. On a wu*uu* = uu* donc
u(u*uuru) = u(u*u) puis u o (u*uu*u — u*u) = 0. Par suite, ’endomorphisme
u*uu*u — u*u prend ses valeurs dans ker w. Or il prend aussi ses valeurs dans
Imu* = (keru)*, c’est donc I’endomorphisme nul.

(iii)=-(iv) Supposons u*u projecteur orthogonal.

Puisque Imu*u C Imu* et puisque rg(u*u) = rgu*, on a

Im(u*u) = Imu* = (keru)*.

Ainsi u*u est la projection orthogonale sur (keru)=.

Soit x € (keru)™t.

lu(@)||* = (u(2) | u(@)) = (wu(z) | 2) = (z | z) = ||

Inversement, supposons |u(z)||* = |||

Par les calculs qui précédent, on obtient (z — u*u(z) | ) = 0.

On peut écrire x = a + b avec a = u*u(x) € (keru)’ et b € ker u.

(x — w*u(x) | ) =0 donne (b | a+b) =0 puis (b | b) =0 et donc b = 0.

Ainsiz =a+b=a € (keru)’.

(iv)=-(i) Supposons (keru)* = {z € E/ |lu(z)|| = ||=|}.

Puisque ker u est stable par u*u, (keru)® est stable par (u*u)* = u*u.
L’endomorphisme induit par u*u sur (keru)’ est un endomorphisme autoadjoint
positif conservant la norme, c’est donc l'identité car sa seule valeur propre
possible est 1.

Puisque I'endomorphisme u*u est nul sur ker u et égal a l'identité sur (keru)®, on
peut affirmer que les endomorphismes wu*u = u(u*u) et v sont égaux car ils
coincident sur les deux espaces supplémentaires ker u et (keru)=.

Exercice 21 : [énoncé]
a) Si Amin = Min Spu et Apax = max Spu, on montre en introduisant une base
orthonormée diagonalisant u que

Vo € B Amin l|z]* < (u(@) | 2) < Amax 2]

Pour qu’il existe un vecteur unitaire appartenant a H, il est nécessaire que

1e [/\min, /\max]-

Inversement, supposons 1 € [Amin, Amax]-

Si Amin = Amax alors la réciproque est immeédiate.

Supposons désormais Apin < Amax. On introduit eny;, vecteur propre unitaire
associé & A\pin et emax vecteur propre unitaire associé & Apax. Considérons enfin

eg = cos(f)emin + sin(f)emax

Puisque emin €t emax sont unitaires et orthogonaux, on vérifie ||eq|| = 1.
Considérons ensuite f(6) = (u(eg) | eg). La fonction f est continue, f(0) = Apin €t
f(7/2) = Amax dont, en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

6 € [0, 7/2] vérifiant eg € H,.

b) Considérons le produit scalaire défini par

(z,y) = (v(z) | y)

On observe
(v(z) | 2) = (z,2) et (u(z)|2) = (v "' ou(z),z)
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L’endomorphisme v~! o u est autoadjoint pour le produit scalaire {.,.) et I’étude

du a) adaptée au contexte en cours, assure qu'il existe x € E vérifiant
(z,z)=1et (v 'ou(z)|z)=1

si, et seulement si, 1 est compris entre

1

1 € [minSp(v™" o u), max Sp(v~to u)

Exercice 22 : [énoncé]

a) Soit B une base orthonormé diagonalisant v :
A (0)
Matg(v) = avec A\ > 0
(0) An

L’endomorphisme s déterminé par

Matg(s) =
(0) Van

vérifie s2 = v et puisque sa matrice dans une base orthonormée est symétrique,
c’est endomorphisme est autoadjoint. Enfin Sps C R donc s est défini positif.
b) On a

v lou=s""

1

ostou=slto(stouosos
L’endomorphisme w = s ' ou 0 s~! est autoadjoint donc diagonalisable puis

I’endomorphisme semblable s~ o w o s est aussi diagonalisable.

Exercice 23 : [énoncé]

Soit P la matrice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs a, b, ¢ dans
une base orthonormée. On observe que M = *PP. La matrice M est donc
symétrique positive ce qui permet de conclure.

Exercice 24 : [énoncd]

Si A € §;(R) alors pour toute colonne X on a *XAX > 0.

Pour X vecteur propre associé a la valeur propre \, on a {XAX = A X X donc

A= 0.

Si A € §,(R) alors toute colonne X est décomposable dans une base de vecteurs
n

propres et on a X AX = Y \;z? > 0 en notant x; la composante de X selon un
i=1

vecteur propre associé a la valeur propre ;.

Exercice 25 : [énoncé]

a) Pour X = E;, ' XAX =a;; > 0.

b) Pour X = E; + AE;, "X AX = a;; + 2Xa; j + A\%a; ;. Si a;; = 0 alors, pour tout
AE R, 2/\&2‘,]‘ + /\Qam =0 donc ;5 = 0.

Exercice 26 : [énoncé]

a) Puisque A est symétrique réelle, A est orthogonalement diagonalisable et donc
il existe P € O,,(R), vérifiant A = PDP~! avec D = diag(\1,..., ), Ai = 0.
Posons alors B = PAP~! avec A = diag(v/A1, ..., vAn). On vérifie B2 = A et
‘B = B (car tP = P~1) et les valeurs propres de B sont évidemment positives.

b) Pour A > 0,
XQ—)\:<X—\5\) (X+ﬁ)

avec X — VA et X + /) premier entre eux. Par le lemme de décomposition des
noyaux
ker(A — AL,) = ker(B — VAL,) ® ker(B + VAL,)

or ker(B +V/AI,) = {0} car les valeurs propres de B sont positives et donc
ker(A — Al,,) = ker(B — VAL,)

¢) Il est immédiat que ker B C ker B? = ker A.

Inversement, soit X € ker A = ker B?2 = ker*BB. On a *BBX = 0 donc
tX'BBX =0 i.e. |BX|> = 0. On en déduit X € ker B et donc ker A = ker B
d) Soit X € M,, 1(R). Puisque A est diagonalisable, on peut écrire

X = > X,avec X, € ker(4 — AL,)
AESPA

Puisque ker(A — AI,,) = ker(B — v/AI,,), on a alors
BX= Y BX,= Y VX,
ANESPB AESPB

ce qui détermine B de fagon unique.

Exercice 27 : [énoncé]

a) Puisque A est symétrique réelle, A est orthogonalement diagonalisable et donc
il existe P € O, (R), vérifiant A = PDP~! avec D = diag(\1,...,An), Ai = 0.
Posons alors B = PAP~! avec A = diag(v/ A1, ..., vA,). On vérifie B2 = A et
‘B = B (car 'P = P~1) et les valeurs propres de B sont évidemment positives.
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b) Soit X € ker(B —VAI,), BX = VX donc AX = B2X = \X puis Exercice 28 : [énoncé]
X € ker(A — AI,). a) Il existe P € O, (R), vérifiant S = PDP~! avec D = diag(A1,..., ), A = 0.

Puisque A est diagonalisable,

Mp1i(R)= & ker(A—A\,)
A€ESPA
Puisque B est diagonalisable,
Mp1(R)= & ker(B— ul,)
neSpB

Or les valeurs propres de B sont positives et leurs carrés sont valeurs propres de A
donc

SpB C {\[\//\ c spA}
Ceci permet d’écrire :

@ ker(B—VAL,)

M1 (R) = A€SpA

quitte a introduire quelques espaces nuls.
On en déduit

dim M, 1 (R) = Z dimker(B — VAIL,) = Z dimker(A4 — A,,) (1)
AESPA AESPA

Or Vinclusion ker(B — v/AI,) C ker(A — AI,,) donne
dim ker(B — VAIL,) < dimker(A — \I,,) (2)
L’égalité (1) et la majoration (2) donne alors
dimker(B — V/AI,,) = dimker(A — AI,,)

pour tout A € SpA.
Par inclusion et égalité des dimensions

ker(B — VAIL,) = ker(A — \,,)
¢) Soit X € M,, 1(R). Puisque A est diagonalisable, on peut écrire

X = Y X,avec X, € ker(A — AI,,)
A€SpA
Puisque ker(A — \I,,) = ker(B — v/)I,,), on a alors
BX= Y BXy= Y VX,
AESPpB AESPB

ce qui détermine B de fagon unique.

Considérons alors un polynéme II, construit par interpolation de Lagrange
vérifiant

Vlglgn,ﬂ(Al): \/)\1'

Posons ensuite A = TI(S). A est un polynéme en S, A est symétrique réelle et

V)

Les valeurs propres de A sont positives donc A € S;7 (R). Enfin, puisque

P7'AP = P7I(S)P = TI(D) = diag(+/ M1, . .

P1A?P = diag(\y,...,\y) =D

ona A% =S5.

b) Soit B € S;F(R) vérifiant B> = S. On a BS = $® = SB donc B commute avec
S et donc avec A qui est un polynéme en S. Puisque A et B sont diagonalisables
et qu’elle commutent toutes deux, elles sont codiagonalisables. Ainsi, il existe une
matrice de passage @ € GL, (R) vérifiant

QAQ = diag(v/A1, ...,/ ) et QT BQ = diag(ps, .- . i)

Or A? = S = B? donc p? = \; puis p; = V/A; car p; > 0.
Finalement A = B

Exercice 29 : [énoncé]
Existence : 1l existe U € O, (R) et D diagonale positive telle que ‘UAU = D. Soit
A la matrice diagonale dont les coefficients sont les racines carrée des coefficients
de D. A est diagonale positive et A2 = D.
Pour B =UA'U, on a B € S;/(R) et B2 = A donc B solution.
Unicité : Supposons B solution et introduisons un espace vectoriel euclidien E de
dimension n et u,v € L(FE) représentés par A et B dans une base orthonormée.
Avec des notations immédiates E)(v) C Exz(u), or E = R El;w Ey\(v) et

€
E = )\G]?w E,2(u) donc dim E)\(v) = dim Fy2(u) puis Ey(v) = Ex2(u). Ceci
déternfine entierement v et permet de conclure & I'unicité de B.

Exercice 30 : [énoncé]

IXAX = "(MX)MX >0 donc A € S} (R).

Pour A € §;F(R), il existe P € O, (R) tel que P~'AP = D avec

D = diag(\1,...,\,) et \; > 0. Posons M = PAP~! avec

A = diag(v/A1, ...,V A). Ona M € S,(R) et M? = A donc A ="'MM.
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Exercice 31 : [énoncé]
Par récurrence sur n € N*.
Pour n =1, S = (a) avec a > 0 donc T = (y/a) convient.
Supposons la propriété établie au rang n — 1 > 1.
. ([ a L . [ a A n
Soient S = ( L g ) eESTR)et T = ( 0 T ) € T,;7 (R). On observe

o®  alA

T = ofA g ) avee S =tAAN - VTIT.

Pour X = Ey, la relation X .SX > 0 donne a > 0.

Si a = 0 alors, en exploitant ‘X SX > 0 avec X = E; + AE; pour A € R, on
obtient L = 0.

De plus il est immédiat qu’alors S’ € S;"_ | (R) et en prenant o = 0, A =0 et

T € T,” | (R) tel que S’ =*T"T" on conclut.

Si a > 0 alors on pose o = /a et A = éL et il reste & déterminer 7" tel que
S'=tAAN+'T'T".

Posons ¥ = S’ — *AA et montrons ¥ € S | (R) ce qui permettra de conclure via
I’hypothese de récurrence.

;,1, ), tXSX >0 donne az? + 221 LX' + ' X'S'X’ > 0 et pour
z1 = —2LX’ on obtient *X’S'X’ — L(LX")? > 0 ce qui donne ‘X'SX’ > 0 et
permet de conclure.

Récurrence établie.

Pour tout X =

Exercice 32 : [énoncé]
a) Cest S, (R) car ces espaces sont évidemment orthogonaux et supplémentaires.
b)

texp(zB) exp(xB) = exp(*(xB)) exp(zB) = exp(—xB) exp(zB)

Or —xB et B commutent donc
Yexp(xB) exp(zB) = exp(—xB + xB) = exp(0) = I,

¢) La fonction dérivable f : x — tr(Aexp(xB)) admet un maximum en 0 donc
f'(0) = 0 ce qui donne tr(AB) = 0 pour tout B € A, (R). Ainsi A est une matrice
symétrique. Par le théoréme spectrale A = tPDP avec D = diag(A1,...,\,) et

P € O,(R).

Posons V = diag(e1,...,&,) avec ¢; = £1 et g;\; = |[\;| et U = PVIP € O, (R).

tr(AU) = tr(APV'P) = tr(* PAPV) = tr(DV) = |A1| + - + | \n]

et
tr(A) = A+ + An

La propriété tr(AU) < trA entraine A; > 0 pour tout .

d) Supposons A € S;7(R). On peut écrire A =*PDP avec D = diag(\1, ..., \n),
Ai 2 0et P e O,(R). Pour tout U € O, (R), tr(AU) = tr(DV) avec

V= (1}7;7]‘) =tPUP ¢ On(R)

On a alors

car v;; < 1.
e) L’application réelle f : V — tr(MV) est continue sur le compact O, (R), elle y
admet donc un maximum en un certain U € O, (R). On a alors pour tout
Ve 0,(R),
tr(MV) < tr(MU)

Posons alors A = MU. Pour tout W € O, (R),
tr(AW) < trA

donc A € S (R) et ainsi M = AU avec A € S;F(R) et U™ € O,(R).

Exercice 33 : [énoncé]
Puisque la matrice A est symétrique réelle positive, elle est orthogonalement
semblable & une matrice diagonale a coefficients positifs. On peut donc écrire

A=PDP ! avec P € O,(R) et D = diag(A1,...,\n), A& =0

On a alors
tr(AB) = tr(PDP ™' B) = tr(DC)

avec C' = P~'BP qui est encore une matrice symétrique réelle positive.
On a alors

tI“(DC) = i)\ici’i < (i Az) <i Ci,i) = tr(D)tr(C)

car les scalaires \; et les coefficients ¢; ; sont positifs.
Puisque deux matrices semblables ont méme trace, on parvient a I'inégalité voulue.

Exercice 34 : [énoncé]
Puisque symétrique réelle positive, la matrice A est orthogonalement semblable &
une matrice diagonale a coefficients positifs ce qui permet décrire

A='PDP



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Corrections 16

avec P € O, (R), D = diag(\y, ...
On a alors

7>\n)7 )\z 2 0

tr(AB) = tr(DPB'P) = tr(DB’)

avec B’ = PB!P. On vérifie aisément que B’ est symétrique positive car B I'est et

alors ces coefficients diagonaux sont positifs puisque
b, ="E;BE; >0

On a alors

tr(AB) = > Aibj; >0
=1

Exercice 35 : [énoncé]
Supposons B € S, (R).
Pour tout 1 <7 < j < n, les sous-matrices

(7% am- ot l/am- 1/0,7;’]'
aji g 1a;; 1/a;,

sont symétriques positives donc de déterminants positifs. Ainsi

2
a2 . — i
i, i,ij,j
ai,iajyj—afj20et J 72 - 20
’ @ii@j,5 05 5
On en déduit
2 _
;a5 —a;; =0

Ainsi toutes les matrices de taille 2 extraites de A sont non inversibles et donc
rgA < 2. Puisque les coefficients de A sont non nuls, on peut affirmer

rgA=1

Inversement, supposons rgA = 1. Toutes les colonnes de A sont colinéaires entre
elles ce qui perme d’écrire
A= (aifj)igij<n
La relation
VX € Mp1(R),"XAX >0

donne alors

n
ViCl, e, Xy € R, Z alﬂjxixj >0

i,7=1

: _ 2
puis en posant z; = y;/a;,

1
Vylaayneszmyzyj>0
i

ij=1

ce qui permet d’affirmer que la matrice symétrique B est positive.

Exercice 36 : [énoncé]
Notons que les coefficients diagonaux de A sont positifs car

ai; = 'E;AE; >0
Il est alors immédiat que
Vie{l,...,n},|a;i| =a;; <m
Pour ¢ # j € {1,...,n}, introduisons X = AE; + E; € M, 1(R) avec A € R. On a
EXAX = /\Qaii +2)Xa; ; + aij =0

Si a;; = 0 alors on a nécessairement a; ; = 0 et donc |ai’j| <m.
Si a;,; # 0 alors puis que le trinéme du second degré est de signe constant, on a

A= 4a127j - 4a1-7jaj7j < 0

puis
2 <o
@ij N Gi,ilj,5 S M
d’ou
lai ;| <m

Exercice 37 : [énoncé]
La matrice A est évidemment symétrique.

Posons
1 ... 1
T= R € GL,(R)
(0) 1
On remarque
A="'TT

On en déduit que pour tout X € M, 1(R)
EXAX =Y TX)TX = |TX|*>0

avec égalité si, et seulement si, TX = 0 ce qui donne X = 0.
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Exercice 38 : [énoncé]
H est symétrique donc diagonalisable.
H est la matrice du produit scalaire

1
(P,Q) / P(HQ(1)dt

sur R,,_1 [X] donc H est définie positive et donc a valeurs propres strictement
positives.

Exercice 39 : [énoncé]
Pour A € §;F(R), on vérifie que A, = A + %In — A avec 4, € S,/ (R).

Exercice 40 : [énoncé]

a) ¢ est clairement bilinéaire, symétrique car A V’est et définie positive car

A€ S (R).

b) Notons Ey, ..., E, les matrices élémentaires de M, 1(R).

©(E;, Ej) = a, 5, (i, ;) = a;; et o(E;, E;) = a;,; donc I'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne a7 ; < a; ;a;,;.

De plus, s’il y a égalité alors E; et E; sont colinéaires ce qui ne peut étre le cas
que si Ez = Ej.

Exercice 41 : [énoncé]

a) Si A est définie positive alors SpA C R™. De plus A est symétrique réelle donc
diagonalisable et det A est le produit des valeurs propres de A comptées avec
multiplicité. Par suite det A > 0.

b) A, € S,(R) et pour tout X € M, ;(R), ‘XA, X ='X"AX’ avec X' € M,,1(R)
la colonne obtenue en poursuivant la colonne X de coefficients nuls. On en déduit
que si A € S (R) alors A, € §F*(R) puis det 4, > 0.

¢) La propriété est immédiate au rang n = 1.

Supposons la propriété acquise au rang n > 1.

Soit A € Sp41(R) vérifiant pour tout p € {1,...,n+ 1}, det A, > 0.

Par blocs, A est de la forme
A, C,
(@ §)

Par application de ’hypothése de récurrence, A,, € S+ (R). 1l existe donc
P, € O, (R) vérifiant 'PAP = D,, = diag(A1, ..., An) avec A; > 0.

Considérons alors
P, X,
P = ( 0 1 ) € GLn+1(R)

On a
D, Y,
tPn+1APn+1 = ( tYn % >
avec Y, = 1P, (AX, + C,).
En choisissant X,, = —A,;1C,,, on obtient
D, 0
tPn+1APn+1 = < 0 % )

avec Ap41 > 0 car det A > 0 entralne Ap ... A1 > 0.

On peut alors affirmer que A est symétrique définie positive car A représente une
telle forme bilinéaire symétrique dans une certaine base.

Récurrence établie.

Exercice 42 : [énoncé]
On peut écrire
I, +AB=A(A"'+ B)

La matrice A~! + B est symétrique réelle et vérifie
VX € M, (R\{0},!X(A™' + B)X = XA 'X +'XBX >0

On en déduit que A~! + B est inversible car élément de S,/ +(R) et donc I,, + AB
est inversible par produit de matrices inversibles.

Exercice 43 : [énoncé]

a) PXPAAX = ((AX)AX >0 et 'XPAAX =0 = AX = 0= X = 0.

b) Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que

tPtAAP = diag(\1, ..., \y) avec \; > 0.

La matrice S = ! Pdiag(yv/A1, . .., vAn) P est alors solution.

c) Posons O = AS™:. Ona A= 0S et 100 =tS1*AAS~! = I,, donc O € O, (R)
et A=0S.

d) Si A= 0S8 alors 5% = 'AA.

Pour X € Sp(*AA), ker(*AA — \I,) = ker(5% — \I,,). Or par le lemme de
décomposition des noyaux, ker(S? — AI,,) = ker(S — v/AI,,) @ ker(S 4+ V/AI,,) car
A > 0. Or ker(S + VAI,) = {0} car SpS € R**. Ainsi pour tout A € Sp(*AA),
ker(*!AA — \I,,) = ker(S — AI,,) ce qui suffit & établir 'unicité deS car

Mp1(R)= &  ker(fAA —\I,).
AESP(tAA)
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Exercice 44 : [énoncé]

Si A ="'PP alors il est facile d’établir que A est symétrique positive (voire définie
positive si P est inversible). Inversement, si A est symétrique positive alors par le
théoréme spectral, on peut écrire A = tQDQ avec Q € O,(R),

D = diag(A1,..., ) et A; = 0 (voire A\; > 0 si A est définie positive). Pour

P = AQ avec A = diag(v/A1, ...,V \,) on dispose d’'une matrice solution
(inversible dans le cas ou est définie positive.)

Exercice 45 : [énoncé]
a) VectST(R) = S,,(R) notamment parce qu'une matrice symétrique peut
s’écrire comme différence de deux matrices symétriques définies positives via
diagonalisation.
k

b) ' XAX = > N XA, X avec ‘X A; X > 0 donc

i=1

k
PXAX| <Y |N|[PXAX =tXBX.

i=1
¢) Cas B = I,.
La matrice A est diagonalisable et pour tout X, "X AX| < *X X assure que ses
valeurs propres A vérifient |A| < 1 et donc |det A] < 1 = det B.
Cas général :
Si les \; sont tous nuls, c’est immédiat. Sinon, B € S (R). On peut écrire
B = C? avec C € §;F(R). Considérons ensuite A’ = C~1AC~! € S, (R)
Pour tout X € R™, ['XA'X| = [{(C'X)A(CT'X)| <Y (C'X)B(C™'X) ='XX.
Par I’étude précédente, |det A’| < 1 donc |det A| < (det C)? = det B.

Exercice 46 : [énoncé]

a) On peut écrire A ='PDP avec P € O,(R) et D = diag(\y, ...
La matrice C' = 'PAP avec A = diag(1/v/A1,...,1/v/A,) convient.
b)'D=Det'XDX ="(CX)B(CX) >0 donc D € S} (R). En notant

1y, iy = 0 ses valeurs propres, 'inégalité voulue revient a
n n

T (1+X)Y" =1+ [T A" qui s’obtient en appliquant I'inégalité de Jensen & la
i=1 i=1
convexité de la fonction z — In(1 4 €%).

c) (det )2 det(A + B) = det(CAC + CBC) = det(I + D) avec (det C)? = 1/det A.

Exercice 47 : [énoncé]
Par Dabsurde supposons (A + B) ' = A~1 4+ B~L.
On a alors

(A+B)(A™ '+ B Y =1,

, An) avec \; > 0.

et en développant
BA '+ AB '+1,=0,

En multipliant a droite par la matrice A, on obtient
B+ AB 'A+A=0,
Pour X € M,, 1(R) non nul, on obtient
tXBX +1(AX)B(AX) +'XAX =0

avec

'XBX,'(AX)B(AX),'XAX >0

ce qui est absurde.

Exercice 48 : [énoncé]
Le coefficient d’indice (7, j) de la comatrice de S est

(1) A

avec A; ; le mineur d’indice (i, j) de la matrice S i.e. le déterminant de la matrice
obtenue en supprimant la iéme ligne et la jéme colonne de S. Or le déterminant
d’une matrice est aussi celui de sa transposée et puisque la matrice S est
symétrique, le mineur d’indice (¢, 7) est égal & celui d’indice (j,4). On en déduit
que la comatrice de S est symétrique.
Si S e St (R) alors

comS = *(comS) = det(S5)S™*

Puisque S est définie positive, son inverse S~! l'est aussi et det S > 0 donc comS
est définie positive.
Si S € §;F(R) alors pour tout ¢ > 0,

Sy =S +tl, € ST (R)
puis
com(S;) € ST (R)
et donc

com(S) = lim com(S;) € ST (R) = S, (R)

t—0*
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Exercice 49 : [énoncé]

a) La matrice ' AA est définie positive.

b) Par le procédé de Schmidt, on peut orthonormaliser la base canonique de R™ et
la matrice de passage correspondante est alors triangulaire supérieure. Puisque la
matrice d’un produit scalaire dans une base orthonormée est 1’identité, la formule
de changement de base donne ‘P*tAAP = I, avec P triangulaire supérieure
inversible.

c) Les matrices Q = AP et R = P~! conviennent.

d) Si A=QR= Q'R alors QQ'~! = R'R™! est une matrice orthogonale
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs. En étudiant
successivement ses colonnes, on obtient QQ’'~! = R'R™! = I,, puis I'unicité de la
décomposition.

Exercice 50 : [énoncé]

Existence : Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R™ représentée par S dans la
base canonique B de R™.

¢ est un produit scalaire car S € ;T (R).

Soit B’ I'orthonormalisée de Schmidt de la famille B pour le produit scalaire .
Notons T la matrice de passage de B’ & B. Celle-ci est triangulaire supérieure a
coefficients diagonaux positifs.

Puisque la matrice de la forme bilinéaire symétrique ¢ dans la base orthonormée
B’ est I, la formule de changement de base donne S =TI, T = *TT.

Unicité : Supposons T, T solutions. Puisque S est inversible, les matrices T et T”
sont elles aussi inversibles.

On a!TT =*T"T" donc TT'~! =TT ={T'T~1).

Or la matrice TT'~! est triangulaire supérieure alors que (7'T~1) est
triangulaire inférieure. On en déduit que TT'~! = D avec D matrice diagonale.
De plus les coefficients diagonaux de T' et T' étant strictement positifs, 1’égalité
T = DT’ entraine que les coefficients diagonaux de D sont eux aussi positifs.
Enfin, I'égalité *TT = 'T'T’ donne!T'D?*T" = *T'T’ puis D? = I, d'ou D = I, et
finalement T = T".

Exercice 51 : [énoncé]

Soit M € S;FT(R). ¢(z,y) =X MY définit un produit scalaire sur £ = R™.

En orthonormalisant pour le produit scalaire ¢ la base canonique B de R” par le
procédé de Schmidt, on obtient une base B’ et la matrice de passage P de B’ & B
est triangulaire supérieure. Par changement de base p(x,y) =t X'Y' =t X'PPY

donne M ='PP. D’une part m;; = Z pi’j > p?,; et d’autre part
j=1

n
det M = =11 pf)i permettent de conclure.

i=1

(det P)?

Exercice 52 : [énoncé]

a) Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R™ représentée par S dans la base
canonique B de R™.

¢ est un produit scalaire car S € S (R).

Soit B’ 'orthonormalisée de Schmidt de la famille B pour le produit scalaire .
Notons T la matrice de passage de B’ & B. Celle-ci est triangulaire supérieure.
Puisque la matrice de la forme bilinéaire symétrique ¢ dans la base orthonormée

B’ est I,,, la formule de changement de base donne S = 'TI, T = 'TT.
b) Notons ¢; ; les coefficients de la matrice T'.
On a _
sii= Yl 2t
k=1
donc
[Isi: = [[#: > (detT)* = det S

i=1 i=1
c) Si A ¢ GL,,(R), la propriété est immédiate.
Si A € GL,(R) alors S ='AA € ST (R) et s, ; = Za donc

=det S <
J

=
n
Dl

12=1

(det A)?

n
puis I'inégalité proposée.

Exercice 53 : [énoncé]

Sur R™ muni de sa base canonique, A est la matrice d’un produit scalaire. Pour ce
produit scalaire, il existe une base orthonormée telle que la forme bilinéaire
symétrique représentée par B soit une matrice diagonale D. La matrice du
produit scalaire dans cette base orthonormée est 1’identité et par la formule de
changement de base, A =*PI,P et B="'PDP.

Exercice 54 : [énoncé]

Par diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique dans un espace euclidien
dont le produit scalaire est défini par la matrice B, on peut écrire affirmer qu’il
existe P € GL,,(R) vérifiant B ='PP et A="'PDP. On a alors

det(A — X B) = (det P)?xp(X) scindé.
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Exercice 55 : [énoncé]

a) Sur E =M, 1(R), p(X,Y) =X AY définit un produit scalaire et
P(X,Y) =X BY définit une forme bilinéaire symétrique. Par le théoréme
spectral, il existe une base orthonormée de F pour ¢ diagonalisant la forme
bilinéaire symétrique 1. Pour la matrice de passage P de la base canonique de F
(dans laquelle ¢ et 9 sont représentées par A et B) vers la base orthonormée
précédente la relation de changement de base donne : A = *PI,P et B ='PAP.
De plus, la forme bilinéaire symétrique ¥ étant définie positive, les valeurs
diagonales de A sont strictement positives.
b) Notons Ay, ..., A, les valeurs diagonales de A.

det A = (det P)?, det B = A1 ... \,(det P)?
det(A+ B) = (1 + A1) ... (14 A\,)(det P)?
Les \; étant positifs :
T+ M <O+ ... (1+ M)

donc
det A+ det B < det(A + B)

¢) Toute matrice symétrique réelle positive peut-étre diagonalisée via une matrice
orthogonale en une matrice diagonale a coefficients diagonaux positifs. Cette
derniére peut se voir comme limite d’une suite de matrices diagonales a coefficients
diagonaux strictement positifs. Par suite S;*(R) est dense S, (R). Par continuité
du déterminant et densité, la relation précédente s’étend & A, B € S;F(R).

Exercice 56 : [énoncé]

Par diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique dans un espace euclidien
dont le produit scalaire est défini par la matrice A, on peut écrire affirmer qu’il
existe P € GL,(R) vérifiant A ='PP et B = tPDP avec D diagonale,

D = diag(A1, ..., ).

En notant F; les colonnes élémentaires, pour X = P~!
XAX <'XBX donne 1 < ).

(det P)? IT 4, >
i

Ej;, la condition

On a alors det B = (det P)? = det A.

Exercice 57 : [énoncé]

Par diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique dans un espace euclidien
dont le produit scalaire est défini par la matrice A, on peut écrire affirmer qu’il
existe P € GL, (R) vérifiant A =tPP et B = tPDP avec D diagonale.

On a alors AB ='PP!PDP donc (‘P)"'AB!'P = P'PDP'P.

La matrice AB est donc semblable & P!PDP!P qui est une matrice symétrique
réelle donc diagonalisable.

Exercice 58 : [énoncé]

a) o: (X,Y) = 'XAY et ¢ : (X,Y) — !X BY définissent respectivement un
produit scalaire et une forme bilinéaire symétrique sur M,, 1 (R) représentés par
les matrices A et B dans la base canonique. Par le théoréme spectral, il existe une
base orthonormée pour le produit scalaire ¢ diagonalisant la forme bilinéaire
symétrique 1. En notant P la matrice de changement de base correspondante, les
formules de passage donnent A = *PI,P = PP car la nouvelle base est
orthonormée pour ¢ et B = PDP avec D diagonale car celle-ci diagonalise 1.

b) Cas :la matrice A est définie positive.

Par le résultat précédent, il suffit d’établir (det D)~ < det(tI,, + (1 —t)D) avec
D matrice diagonale a coefficients diagonaux Ay, ..., A, positifs. On souhaite donc
établir,

<H /\i> <[+ =0

i=1 i=1

Or pour tout A > 0, M= <t + (1 — )\

En effet pour A = 0, la propriété est immédiate et pour A > 0, celle-ci équivaut a
tlInl+4 (1 —¢)In X\ <In(t+ (1 —t)A) qui découle de la concavité du logarithme.
On peut donc conclure en multipliant les comparaisons 0 < )\}4 <t+ (1 =1\
Cas : la matrice A est positive.

La matrice A, = A+ 11, est définie positive et donc

(det Ap)t(det B)' =t < det(tA, + (1 — t)B) pour tout ¢ € ]0,1].

En passant a la limite quand p — +o0, on obtient

(det A)*(det B)1~t < det(tA + (1 —t)B) (avec ici det A = 0 si A n’est pas définie
positive).

Exercice 59 : [énoncé]

a) Supposons A +tA € STH(R ) Pour X € R™"\ {0}, 'XAX =
IXAX =1 ('X(A+'4)X) >0

Inversement, si la condition VX € R"\ {0}, X AX > 0 est vérifiée alors on a aussi
VX € R"\ {0},*X*AX > 0 donc VX € R™"\ {0},'X(A+*A)X > 0. Puisque la
matrice A + A est évidemment symétrique, on obtient A +*'A € ST (R).

b) Commengons par observer que pour A € P, les valeurs propres complexes de A
sont de partie réelle strictement positive. Soit A € C et Z € C™\ {0} vérifiant

AZ = A\Z. En écrivant Z = X +iY avec X,Y colonnes réelles et A = o + i avec
a, B € R, la partie réelle de la relation Z*AZ = A\Z*Z donne

tXAX +'YAY = o||Z|°. On en déduit o > 0.

Pour A € P et S € ST (R), on peut écrire S ='PP avec P € GL,(R). On a alors
(tP)"1SA'P = PA'P. En posant B = PA!P, on peut affirmer que SA et B sont
semblables et ont donc les mémes valeurs propres.

tXt*AX donc
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Pour X € R™\ {0}, ' XBX =Y AY avec Y =
suite B € P ce qui permet de conclure.

tPX # 0 donc *XBX > 0. Par

Exercice 60 : [énoncé]
La forme polaire de la forme quadratique ¢ est donnée par

o(r,y) = % (fi(@) fa(y) + fr(y) f2(2))

On a
z €kerp & Vy e E, fi(z)fo(y) + f1(y) fo(z) =

Les formes linéaires f; et fo étant indépendantes, les hyperplans ker f; et ker f
sont distincts.

Poury € ker f1\ ker fs, on obtient fi (z) = 0. De méme on montre fy(z) =0 et
ainsiker ¢ C ker fi Nker fo.

L’inclusion réciproque étant immédiate, il en résulte

rgw = codim ker p = 2

Exercice 61 : [énoncé]

a) Soit (eq,...,ep) une base deF.

F est un sous-espace vectoriel de E car intersection des noyaux des formes
linéairesf; : x — @(z, €;).

Ces formes linéaires étant indépendantes (car ¢ non dégénérée)

doncdim F+ =n — p.

b) On a F C F++ et égalité des dimensions donc égalité des espaces.

c) SupposonsF @ F+ = E. La matrice de ¢ dans une base adaptée est de la forme
(—‘—Ig g > avec A € M,(K) etB € M,,_,(K). Or cette matrice est de rang n
donc rgA = p et donc | n’est pas dégénérée.

Supposons ¢ non dégénérée. Soitz € F'N FL. On a pour touty € F, ¢(z,y) = 0,
or ¢ est non dégénérée donc x = 0 puisF @ F+ = F.

Exercice 62 : [énoncé]
0 (1)

Dans la base canonique, la matrice de () est % ] de déterminant
(1) 0

(n— 1)( n"-

Sln—l rgQ—O Sinon rg@ = n.

Exercice 63 : [énoncé]
q(w1, 2, 23) = (T14+ 224 13)2 — 22013 = (21 4+ 32+ 33)2 + 5 (22 +23)* — § (22 —23)2.
De signature (2,1).

Exercice 64 : [énoncé]
q(z1,...,xy) = Zz:c —|—2Z Z ir,x; =
1=1j7=1i+1
(v 4 +a)? =23 > $$J+Z(l—1) +230 X imw;
=1 j=i+1 =2 i=1j= i+1
done q(z1,...,2n) = (1 + - +x,)2 + > (i — 1)a? —|—2Z Z (i — Dz =
1=2 =2 j=i+1
n
> (@it ).

i=1
Les formes linéaires ¢; : (x1,...,2,) — x; + - - - + x, sont indépendantes, la
signature de ¢ est (n,0), c’est une forme quadratique définie positive.

Exercice 65 : [énoncé]

Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique représentée par A dans la base canonique de
K™.

Si A est définie positive alors i = V|vect(e, ..
det Y = A > 0.

Inversement, supposons V1 < k < n, Ap = det((a:,5)1<i,j<k) > 0 et montrer par
récurrence sur 1 < k < n que ¢y, est définie positive.

Pour £ =1: ok

Supposons la propriété établie au rang 1 < k < n — 1.

La restriction de pg+1 a Vect(eq, ..., ex) étant définie positive, la signature de
Yr+1 est (k,1), (k,0) ou (k+1,0).

Dans une base orthogonale le déterminant de ¢j1 est alors respectivement < 0, 0
ou > 0.

Or Agt1 > 0 donc pgyq est de signature (k + 1,0) donc définie positive.

.er) Lest encore donc

Exercice 66 : [énoncé]
 est clairement bilinéaire et symétrique car tr(AB) = tr(BA).

Si A € 8,(R) alors tr(*fAA) = Z aj; > 0 pour tout A # 0. ¢, (r) est définie

i,7=1
positive.
Si A € A,(R) alors tr(*fAA) = — Z a7 ; < 0 pour tout A # 0. @4, () est définie
ij=1
négative.
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Si A€ Sp(R) et B e A,(R) alors
©(A,B) = tr(AB) = tr(*(AB)) = tr(* B'A) = —tr(BA) = —¢(A, B) donc S,,(R) et
A, (R) sont orthogonaux.
/ . n(n+1l) n(n—1
Dans une base adaptée, on observe que la signature de ¢ est (%, T))



